SYNTHESE GENERALE - MATHEMATIQUES - GEOMETRIE
VECTEURS, DROITES ET PLANS DE L’ESPACE
Cours :

Formule pour calculer les coordonnées de AB
S|ﬁ’etq_}sontco||nea|resa|ors'>

Comment montrer un alignement ? parallélisme ? colinéarité ?
Légalité qui traduit que trois vecteurs sont coplanaires ?

Lire sur une figure la décomposition d’un vecteur dans une base :

1) Il faut utiliser la relation de chasles et d’éventuelles égalités vectorielles
pour décomposer le vecteur selon les vecteurs de la base.

2) Dans le cas d’une recherche de coordonnées, Pour le point M dans la

base (4; AB; AC; AD), on chercher a, b et ¢ tels que
AM = aAB + bAC + cAD
Amérique du sud 2022 :

L'espace est muni d'un repére orthonormé d'origine A dans lequel les points B, D et E ont respec-
tivernent pour coordonnées (5; 0; 0), (0; 3;0) et (0; 0; 2).

Métropole 2023 :

On considére le cube ABCDEFCH d'aréte
1.

On appelle | le point d'intersection du
plan (GBD) avec la droite (EC).

Lespace est rapporté au repére ortho-

——

normeé [A: AB, AD, AE],

1. Donner dans ce repére les coordonnées des points E, C, G.

Réunion 2023 :
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a. Donner, dans le repére considéré, les coordonnées des points H et G.

On considére le cube ABCDEFGH ci-dessous tel que AB = 1.
On note M le centre de la face BCGF et N le centre de la face EFGH.
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On se place dans le repére orthonormé [IJ . DH, E‘:, DA|.

1. Donner sans justifier les coordonnées des points F et C.

2. Calculer les coordonnées des points M et N.



Problemes d’alignement/parallélisme
Pour montrer que les points A,B,C sont alignés on cherche a montrer que :

AB et AC sont colinéaires —AB = k x AC
Trois points définissent un plan si ils ne sont pas alignés.
Pour montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralleles

AB et CD sont colinéaires «<»AB = k x CD
Asie 2023 :

Dians le repére orthonormé {h; AB ; AD ; E] on considére les points M, N et P de co-

ordonnées :

o) ot} fond

3. Justifier que les points M, N et P ne sont pas alignés.

Bac

Lespace est rapporté au repére orthonormal [0,

—_
I

. T, ?] On considere les points

A(2;1;-1), B(-1;2;4), C(0; -2;3), D(1;1; -2)

1. Affirmation 1:les points A, B et C définissent un plan.

Points coplanaires ou pas
On chercher a trouver a et b tels que :

A, B, C et D coplanaires <> AB = aAC + bAD
Amérique du sud 2023 :

Dans un repére orthonormé (0 1, j, .I:} on considére les points :

All:;1;-4), B(2:-1:;-3), C0:;-1;-1) et 0Q1;1;2).
Justifier que le point {1 n'appartient pas au plan (ABC).

Dans un repeére orthonormé de I'espace (D, T, T ¥ ) on considére les points :
Ade coordonnées (1;1;0), B de coordonnées (2;0;3), Cde coordonnées (0; =2 ; 5) et D de coordonnées
(1;-5;5).

Propaesition 3 : A, B, C et D sont quatre points coplanaires.



Répreésenter des combinaisons linéaires de vecteurs
Pour réprésenter AB + 2CD
On part de A et on effectue la translation de vecteur AB : on obtient B
On part ensuite de B et on effectue la translation de 2CD (On reporte 2 fois
la longueur CD en repectant le parallélisme de la droite (CD)
On relie le point A au point final et la représentation est terming.
Pour placer un point M vérifiant une égalité vectorielle, on fait de méme et
M est le point final de la combinaison linéaire.
Asie 2023 :
Dans le repére orthonormé {A : AB : AD 5 E], on considéere les points M, N et P de co-

ordonnées :
(g sosza) Aroig)
M{1;1;=—|, NIO; —: 1}, Pll1;0; —=—
4 2 4

2. Placer les points M, N et P sur la figure donnée en ANNEXE qui sera a rendre avec
la copie.

Décrire une position relative de deux droites
Deux droites peuvent étre :

- Sécantes (4 points dans un méme plan et non paralléles)

- Confondues (trouver 2 points communs)

- Paralleles (Thalés, Théoreme du Toit, paralleles a 3° droite, deux
plans paralléles et un 3° plan est sécant, les droites d’intersection
sont paralleles)

Non- coplanaires (4 points non-coplanaires)
Amerlque du Nord 2014c

On considére un cube ABCDEFCH donné en annexe 2 (4 rendre avec la copie).
On note M le milieu du segment [EH], N celui de [FC] et P le point tel que

— ]

P=—-HG.
4
1. Justifier que les droites (MP) et (FG) sont sécantes en un point L.

H P G




Amérique du nord 2021 :

On considére un cube ABCDEFGH. Le point | est le milieu du segment [EF], le point | est le milieu du

segment [BC] et le point K est le milieu du segment [AE].

1. Les droites (Al) et (KH) sont-elles paralléles? Justifier votre réponse.

Sujet 0 2021 :
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SABCD est une pyramide réguliére a base carrée ABCD dont toutes les arétes ont la méme lon-

BUeur.
Le point I est le centre du carré ABCD.

On suppose que: [IC=IB=15=1.
Les points K, L et M sont les milieux respectifs des arétes [SD], [SC] et [SB].

1. Les droites suivantes ne sont pas coplanaires :

a. (DK]) et (5D b. (AS) et (IC) c. [AC) et (SB) d. (LM) et (AD)

Décrire une position relative d’une droite et d’un plan
Une droite et un plan peuvent étre :
- Sécants en un point : Un point commun mais un deuxiéme en dehors
- Parallé¢les si (d) paralleles a (d’) alors tout plan contenant (d’) est
parallele a (d)
- Ladroite est incluse dans le plan : Au moins deux points dans le
plan.
Amérique du nord 2021 :
On reprend la figure ci-contre.
1) Que peux tu dire de la droite (1J) et du plan (EHG) ?
2) de (AD) et de (EFG) ?




Décrire une position relative de deux plans Prolonger les arétes et les droites situées dans un méme plan pour relier les

Deux plans peuvent étre : points entre eux.
- Confondues : Trois points communs non alignés Liban 2016 :
- Sécants : Deux points communs c. Construire sur I'annexe (& rendre avec la copie) la section du solide ADECBF par le plan
- Paralléles : Deux droites sécantes a P et deux droits sécantes a P’ (EMN).* .
sont paralléles alors les plans sont paralléles. Passer par un troisieme Kf
plan
Liban 2016 :

On nomme M le milieu du segment [DF] et N celui du segment [AB].
a. Démontrer que les plans (FDC) et (ABE) sont paralléles.
b. Déterminer l'intersection des plans (EMN) et (FDC).
Ke

Nouvelle calédonie 2016 :

1. Sur le document réponse donné en annexe, i rendre avec la copie, tracer, sans justifier, la
Décrire une position relative d’une droite et d’un plan section du cube par le plan (IJK) ou K est un point du segment [BF].

Construire une section de solides



SYNTHESE GENERALE - MATHEMATIQUES - GEOMETRIE -
ORTHOGONALITE ET DISTANCES DANS L’ESPACE
Cours :
Formule du produit scalaire avec un angle et avec coordonnées

Si u et ¥ sont orthogonaux alors ?
Qu’est ce qu’une base orthornomée ?

Expression de la norme d’un vecteur ?

Deux droites sont orthogonales ssi ? Un plan et une droite ssi ?

A quel condition un vecteur est-il normal a un plan ?

Projeté orthogonal d’un point sur une droite ? sur un plan ?

Démontrer une orthogonalité

0) Pour I’orthogonalité entre deux vecteurs 1l suffit de prouver que
uUv=0

1) Pour I’orthogonalité entre deux droites de vecteurs directeur i et ¥ il

suffit de prouver que : u.7 = 0

2) Pour I’orthogonalité d’une droite de vecteur directeu 1 a un plan de

vecteur normal 72, il suffit de montrer que :

u = kn (colinéarité) ou u orthogonales a deux vecteurs non colinéaires du

plan

3) Montrer qu’un vecteur est normal a un plan

Il est orthogonales a deux vecteurs non colinéaires du plan

Centres étrangers 2023 :
A(3;0:1), B(2;1;2) et C(-2;-5;1).

Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Asie 2023 :
: ] [ 5]
0; =; 1}, Pl1;0; -=
2 4

Montrer que le vecteur T’fl{ﬁ ; —8; 4) est un vecteur normal au plan (MNP).

M
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Meétropole septembre 2023 :
All:0:-1), B(3:-1:2), C[2:=-2:-1) et D@:-1:-2).

a. Montrer que les points A, B et C définissent un plan que 'on notera 5°.
b. Montrer que la droite (CD) est orthogonale au plan 22.

Dans un repére orthonormeé [0 ; T, T, T:'] on
considére

Démontrer que les droites (AMO)
et (d) sont orthogonales
+ le point A de coordonnées (1; 3; 2),

1

s le vecteur i de coordonnées | 1
0

« la droite d passant par I'origine O du re-
pere et admettant pour vecteur directeur

—

.

tle point My de coordonnées (2; 2; 0)



Calculer un angle :

On combine : U. v = xx' + yy' + zZ'
Avec AB.AC = AB x AC x cos(BAC)
AB.AC

ABXAC

Pour avoir : cos(BAC) =
Amérigue du Nord 2022 .
Al6;0;2), Ri6; 3;4) et T(3;0; 4),

b. Calculer le produit scalaire AR-AT.

c. En déduire une valeur approchée a 0,1 degré prés de I'angle RAT.

Nouvelle calédonie 2023 :

On considére les points E(1; 2; 1), F(2; 4;3) et G(-2; 2; 5).
On peut affirmer que la mesure a de I'angle FEG vérifie :

a. a =90° b. a=90° c. a=0° d. a =71

Calculer une distance

X
il = Vx* + y* + z* avec i <y>

V4

AB = ”E” = J(XB —x4)% + (Vg — ya)? + (zp — 24)?
Métropole 2022 :

i 19

le point A de coordonnées (-1 1; 3), le point H a pour coordonnées (' i e £

9 9
c. Calculer la longueur AH. On donnera une valeur exacte.

Amérigue du Nord 2022 :
AlG;0;2),Ri6;3;4)etTi(3;0; 4)

a. Vérifier que le triangle ART est isocéle en A

Calculer des aires

Triangle : A = basexhauteur Disque : A = m X r* Rectangle : A = L X [
Centres étrangers 2023 :

les coordonnées de Hsont (0; —1; 2).  B(2;1;2)

On considére le cercle ¢, inclus dans le plan (ABC), de centre H, passant par le
point B. On appelle % le disque délimité par le cercle .

Déterminer la valeur exacte de I'aire du disque 2.

Asie 2023 :

oy ) oo}

4. a. Calculer le produit scalaire MN ~E{F, puis en déduire la nature du triangle
MNE

b. Calculer I'aire du triangle MNE

Calculer un volume :

« Pointus » (cone, tétraedre, pyramide) : V = % X airebase X hauteur
Non points : V = airebase X hauteur

BouIe:V=§><n><r3




Asie 2023 :

On considére le cube ABCDEFCH d'aréte
L.

On appelle [ le point d'intersection du
plan (GBD) avec la droite (EC).

L'espace est rapporté au repére ortho-

— =

normé |A; AB, AD, AE|.

A B

la droite (EC) est orthogonale au plan (GBD).

5. a. Démontrer que le triangle BDG est équilatéral.
b. Calculer 'aire du triangle BDG.
On pourra utiliser le point J, milieu du segment [BD].

Le point 1 est le milieu de [EF]. 1
Dans toute la suite de 'exercice, on se place dans le repére orthonormé [ﬁ < AB: AD ; E} 6. Justifier que le volume du tétraédre EGBD est égal T
Ainsi, par exemple, les points E G et | ont pour coordonnées

F(1;0;1), Gil1;1;1) et l{2;0;1).

1
1. Montrer que le volume du tétraédre FIGB est égal & - d'unité de volume.

On rappelle que le volume V d'un tétraédre est donné par la formule :

V= % = aire d'une base x hauteur correspondante.
Al3;-2;2), Bl6;1;5, CE;-2;-1) etD(0;4;-1).
a. Montrer que le triangle ABC est rectangle.
b. Montrer que la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).
c. En déduire le volume du tétraédre ABCD.

Meétropole 2023 :




Calculer la distance d’un point A a un plan :
1) Déterminer H, le projeté orthogonal du point A sur le plan
- C’est le point d’intersection entre une droite orthogonale au plan et passant
par A et le plan.
2) Calculer la distance AH.
Métropole septembre 2023 :
Ci2;-2;-1) et D(d4;-1;-2).

les points A, B et C définissent un plan que I'on notera .
la droite (CD) est orthogonale au plan 52
Sur le plan 52, que représente le point C par rapport 4 D?
a. Calculer la distance CD.
b. Existe-t-il un point M du plan 5 différent de C vérifiant MD = V67 Justifier la

réponse.
Métropole 2023 :
H G
i
E : F
On considére le cube ABCDEFCH d'aréte K [ »
1
1. oy
On appelle | le point d'intersection du .
plan (GBD) avec la droite (EC). : .
L'espace est rapporié au repére ortho- 1 '1-.
normé |A; AB, AD, AE]. : -
S e hoof 3
.I!JD I - C
e J

A B
3. Démonirer que la droite (EC) est orthogonale au plan (GED)

le point I a pour coordonnées

212.1)
33" 3/
2v3

¢. En déduire que la distance du point E au plan (GBD) est égale 4 =

Centres étrangers 2023 :

(On note % la droite passant par le point F(15; —16 ; —8) et orthogonale au plan 22,
On appelle E le point d'intersection de la droite 27 et du plan 22,
le point E a pour coordonnées (2; 0; 1).

Déterminer la valeur exacte de la distance du point F au plan 52,

Centres étrangers 2022 :

Al3;-2;2), Bl6;1;5), CE;-2;-1) etDi{0;4;-1).

On considére le point H(5; 0; 1).
a. Montrer qu'il existe des réels a et § tels que BH = aBC + ﬁB_D'.
b. Démontrer que H est le projeté orthogonal du point A sur le plan (BCD).
c. En déduire la distance du point A au plan (BCD).



Polynésie 2022

On considére le cube ABCDEFGH d'aréte de longueur 1.
Lespace est muni du repére orthonormeé [A: AB.AD.AE]. Le point I est le milieu du segment
|EF], K le centre du carré ADHE et O le milien du segment [AG].

1.  a. Justifier que dans le tétragdre ABIG, [GF] est la hauteur relative & la base AIB.
b. En déduire le volume du tétraédre ABIG.

5
2 0nadmftqueﬁl:[G=‘;—{_etquehG= V3.

/5
Démontrer que aire du triangle isocele AIG est égale a "T unité d'aire.

3. En déduire la distance du point B au plan (AIG).

Calculer la distance d’un point A a une droite :

1) Déterminer H, le projeté orthogonal du point A sur la droite (d)

- C’est le point d’intersection entre une droite orthogonale a la droite (d) et
passant par A et la droite (d)

2) Calculer la distance AH.

Meétropole septembre 2023 :

On considére le point A(1;1; 1)

On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite A,

3. Onrappelle que, d'aprés la question 2. b, la droite A est I'ensemble des points M,
de coordonnées (0; —2+ r; 1), ol 1 désigne un nombre réel quelconque.

a. Montrer que, pour tout réel 1, AM, = v212 —8r+11.
b. Endéduire que AH = V3.

Polynésie 2023 :

4. Pour tout réel 1, on note M le point de & de coordonnées (1+2¢; —1; 3-21).
On considére alors la fonction f qui a tout réel t associe AMZ, sait f() = AM~,
a. Démontrer que pour toutréel t,ona: f(r) =91 - 181 + 17.
b. Démontrer que la distance AM est minimale lorsque M a pour coordonnées
(3;-1:1).
5. Onnote H le point de coordonnées (3; —1; 1).
Démontrer que la droite (AH) est perpendiculaire a 2.



CALCUL INTEGRAL
Cours :

Quelle est ’interpération graphique de f: f(x)dx avec f fonction

positivie sur [a,b] ?

Comment exprimer a I’aide d’une intégrale, la primitivie du fonction f

qui s’annule en a ?

Comment calcule-t-on f: f(x)dx?

Que peut-on dire de toute fonction continue ?

Donner les propriétés de linéarité, positivité, inégalité et relation de

Chasles des integrales.

Valeur moyenne d’une fonction sur [a ; b] ?

Formule de D’intégration par parties ?

Estimer graphiquement/encadrer une intégrale/valeur moyenne.
1) L’intégrale d’une fonction positive est 1’aire sous la courbe.
On trace des rectangles ou triangle pour estimer la valeur de 1’intégrale en

. . b Xhaut
utilisant le fait que : Ariangie = ——

et ‘/qrectangle =LxI

2) Pour une valeur moyenne, on a juste a multiplié par 1/(b-a) le résultat

précédent.
QCMES:
On considitre une fonction [ définie sur [0; 8] dont €y est la courbe représentative dessindée
ci-dessous
Ya
5
1"”
4
3
z
1
0 1 2 3 4 5 & 7 & %

. 4 .
Encadrer entre deux entiers fz f(x)dx. Donner une valeur arrondie au

dixieme.
CMES:
Une valeur approchée au dixieme de la valeur moyenne de f sur 'intervalle [0; 5) est :
A, =01 B. 25
C. 29 D 145




Calculer une intégrale a I’aide d’une primitive :
1) Connaitre le tableau de primitives.

2) [1 f(x)dx = [F(0)]5 = F(b) — F(a)
Asie 2010 (suite d’intégrale) :

Pour tout entier naturel n = 2 on considére l'intégrale [, définie par:

2]
.',,:f —ct dx.
1 x"

1. Calculer f5.

Antilles 2010 :

“Inx 1
1. Montrer quef —dx=—.
1 X 2

Liban 2018 (suites d’intégrales)

Montrer que pour tout entier n > 1 :

o)

 x° n—1 -1

Calculer une intégration par parties
b ! b b /
D uxv=[uxv]§—[ uxv
P(x) x e* :alorsu’ =e* et v =P(x)
P(x) X cos(x) (sinx) : alors u” = cos(x) (ou sin) et v = P(X)
P(x) X In (x) : alors u” = P(x) et v = In(x)
Asie 2010 (suite d’intégrale) :

a. Calculer, a 'aide d'une intégration par parties, l'intégrale f * xe**dx
]

La réunion 2010 :

1
1. Calculerfl In{x) dx. On pourra utiliser une intégration par parties.

Amérique du Nord 2008 (suite d’intégrales) :

1 1
Xy =f t"cosedt et yy =f t"sin tdt.
o o

. ATaide d'une intégration par parties, démontrer que, pour tout entier na-
turel 7 non nul, x,.; = —(n+ 1)y, +sin(1).



Majorer/'\/“norer une Intégrale : f: f(x)dx Calculer ’aire entre deux courbes :

1) Encadrer 9 sur [a; b] avec un par exemple un tableau de variaionsou 5 SR TR C 8 SRR it dessus e
si f est monotone, par opérations successives. ' P

2) Utiliser le théoréme sur les intégrations et inégalités. Pautre sur [a ; b].

Pondichéry 2008 : A= fabf(x) — g(x)dx si f est au dessus de g.
c. Montrer que si 1 < x = 3, alors In[l - l) “In{l-e™*) -{]n[l - L) Terminale ES :
e et pour tout réel x de [0; 1],

3 3
d. Endéduire un encadrement de f In[1-e™") dx puis de f fix)dx. flxi=(1-xe™* et glx)=x—-2x+1
1 1

Leurs courbes représentatives seront notées Cy et Cg.

Lida i
| / N e,
Centres étrangers 2019 : = v A
4.  a. Justifier que, pour tout nombre réel x de 'intervalle [0; 1] et pour tout entier naturel Lol £ 1
n supérieur ouégal a1, ona: 0 < x"e! ¥ < x"e. | ( )
1 il
b. ]ustiﬁerﬁue:f xedx= . = N |
il n+1 | Bt t‘\ 1
e - o == - ‘L
c. En déduire que, pour tout entier naturel n supérieurouégalal,ona:0< Iy € ——. o -~
n+1 1 ° ‘\+-
s 96 -0.4 ":"3., 3 a2 ol o6 om 1o iz ia
d. Déterminer ull—l-TmI"' e

Calculer I'aire 5, en unité d'aire, de la partie grisée. Arrondir le résultat
au dixieme.



ETUDIER UNE SUITE D’ INTEGRALES

Démontrer une relation de récurrence :

Pour montrer In+1 = f(ln), On obtient In+1, en remplagant les n par n+1 dans
la formule de In. On essaie ensuite de simplifier et de faire apparaitre de
nouveau In en utilisant IPP par exemple.

BacS:

On consideére la suite (I,;) définie pour n entier naturel non nul par :

1
l,,:f x"e* dx.
0

c. Al'aide d’'une intégration par parties, démontrer que, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal

al,ona:
- l n+1l I
n+2 = ZE T
BacsS:

On définit la suite (u,) de la facon suivante :

ol
pour tout entier naturel n, u,=| ——dx

g 1+x

1
n+l’

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, uy.; + u, =

Etudier les variations d’une suite d’intégrales :

1) On calcule In+1- In, pour cela on regroupe les deux intégrales en une
seule en utilisant la propriété de linéarite.

2) On cherche ensuite a factoriser la fonction a I’intérieur de ’intégrale et

on étudie son signe pour pouvoir ensuite utiliser la positivité de I’intégrale.
BacS:

On définit la suite (u,) de la facon suivante :

=
pour tout entier naturel n, wu,=| ——dx
o 1+x

4. a) Démontrer que la suite (1) est décroissante.

BacS:

On consideére la suite (/) définie pour n entier naturel non nul par :

1
L= f x"e* dx.
0

b. Montrer que la suite (I,) est décroissante.



INTERPRETER UNE INTEGRALE :
Interpréter une valeur moyenne.

1 b
Dp=—x[ flx)dx
2) C’est la valeur prise en moyenne par f'sur [a ; b]
Polynésie ES 2019 :

Cette méme entreprise envisage la fabrication de semoirs (gros matériel agricole). On admet que
la fonction g définie sur l'intervalle [0; 100] par

glx) =2x—1+H05«
modélise le cotit de fabrication, exprimé en centaines d’euros, de x semoirs.

1. Donner une primitive & de la fonction g sur l'intervalle [0; 100].
2. Calculer la valeur moyenne de la fonction g sur l'intervalle [0; 100].
3. Interpréter ce résultat dans le contexte de 'exercice.

Centres étrangers S 2018 .
Dans ce qui suit, ¢ est le temps exprimé en minute.
ATlinstant ¢ = 0, la hotte est mise en marche et on la laisse fonctionner pendant 20 minutes. Les
mesures réalisées permettent de modéliser le taux (en pourcentage) de CO; contenu dans le local
au bout de ¢ minutes de fonctionnement de la hotte par expression (1), ot f est la fonction
définie pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; 20] par :

Fin = (0,86 +0,2)e”™" +0,03.
3. On désigne par Vy, le taux moyen (en pourcentage) de CO» présent dans le local pendant
les 11 premiéres minutes de fonctionnement de la hotte aspirante.

a. Soit F la fonction définie sur I'intervalle [0; 11] par:

—0.5¢

F(t)=(-1,6t-3,6)e +0,03¢.

Montrer que la fonction F est une primitive de la fonction f sur U'intervalle [0; 11).

b. En déduire le taux moyen Vy,, valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle (0; 11].
Arrondir le résultat au millieme, soit 20,1 %.

Interpréter une intégrale :
Si la fonction est positive : C’est 1’aire sous la courbe.

Bac ES 2019 :

LIn ébéniste décide de refaire les accoudoirs d'un fauteuil (bauche du fauteuil en annexe 1). On
modélise I'accoudoir a I'aide de la fonction f définie sur [U ; Er'[:l par;

Flx)=T70+(14x+42) e 5.
3. On considéere la surface située entre I'axe des abscisses, la courbe €, et les droites d'équa-
tion x =0 et x = 60.
a. Hachurer la surface décrite ci-dessus sur I'annexe 2.
b. L'ébéniste estime 1"aire de cette surface a 3 800 unités d'aire. Cette estimation est-elle
correcte ?

Annexe 2

140 &
Y
120

100

80 “r

60

40

20




DEMONSTRATION : [ f(#)dt est une primitive de f :

Pondichéry 2005 :

On considére la fonction f, définie sur [1 ; +ocf par

t
e
t) = —.
1t ==
1. a. Justifier la continuité de f sur [1 ; +ocf.
b. Montrer que f est croissante sur [1; +o0[.

2. Restitution organisée de connaissances. (Pondichéry 31 mars 2005)
On pourra raisonner en s’appuyant sur le graphique fourni.
Pour tout réel g de [1 ; +ocf, on note A(axp) l'aire du domaine délimité par la courbe
représentant f dans un repére orthogonal, 'axe des abscisses et les droites d’équations x = 1
et x = 1.

On se propose de démontrer que la fonction ainsi définie sur [1 ; 4+00[ est une primitive de f.
a. Que vaut A(1)7
b. Soit xp un réel quelconque de [1; 4o et h un réel strictement positif. Justifier I'enca-
drement suivant :
Alzg + 1) — Alzg)
h

c. Lorsque zp > 1, quel encadrement peut-on obtenir pour i < () et tel que zp +h = 17

flzo) € < flwg + h).

d. En déduire la dérivabilité en g de la fonction A ainsi que le nombre dérivé en zq de la
fonction A.

e. Conclure.




DEMONSTRATION : INTEGRATION PAR PARTIES :

Restitution organisée de connaissances (Polynésie 10 juin 2011)
On supposera connus les résultats suivants :

e Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].
b b b

Pour tous réels aw et 8, | [au(z) + fv(z)]de =« ] u(z)dx+ 5 | v(z)dr.

[ i

a
e Siu désigne une fonction continue sur un intervalle [a ; 8] et U une primitive de u sur [a ; b]
b
alors / u(z) dz = [U(z)]2 = U(b) — Ula).
a
En utilisant la formule de dérivation d'un produit de deux fonetions dérivables, a4 dérivées continues
sur un intervalle [a ; b], démontrer la formule d’intégration par parties.

Python : Algorithme des rectangles

[ 02 0.4 06 08

fix) =In(-2x" +13,5).

Pondichéry 2017 :

rectangle( ):

Lalgorithme, donné en annexe, permet de calculer une valeur approchée par défaut de
25
I= flx)dx, notée a.
0

0y — fi2,5
ﬂnadmetque:azﬁ_!:ﬁ_a+mx25

a. Le tableau fourni en annexe, donne différentes valeurs obtenues pour R et 5 lors de
I'exécution de I'algorithme pour n = 50.

Compléter ce tableau en calculant les six valeurs manquantes.

b. En déduire une valeur approchée, au métre carré prés, de l'aire de la zone de creuse-
ment.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de R et de §, arrondies 3 107%, obtenues lors de 1'exécu-
tion de l'algorithme pour n = 50.

Initialisation 5=0,n=50
Boucle Pour Etape k R 5
1 e e
2 (0,130 060 0260176
3 0,129 968 0,390 144
4 0,129 837
24 0,118 137 3025705
25 0,116970 3, 142675
49 0,020 106 5,197 538
50
| Affichage 8=...




LIMITES CALCULER UNE LIMITE
Cours : En utilisant les limites usuelles et les régles opératoires.
Quelle est ’interprétation graphique d’une limite ? 1) On décompose la limite a calculer en autant de termes qu’il n’y a de
« X », Pour chaque expression, on utilisera une limite de référence.
2) On utilise les regles opératoires (opérations et composition) pour calculer
Quielles sont les limites aux bornes de leur ensemble de définition des la limite de la fonction si la forme n’est pas indétermince.
fonctions de référence (puissances entiéres, racine carrée, Polynésie 2023 :
exponentielle) ? Soit un réel k strictement positif.

On considére la fonction g définie sur R par :

x)= .
§(x) 1+e &=

1. Déterminer les limites de g en +oo et en —oo,

Quelles sont les 4 formes indéterminées 2 AS|82023

On définit sur & la fonction g définie par
L. .. - XJ=e""—e"+1.
Que signifie calculer une limite par composition ? g
1. Déterminer lim gix).
. X=—=—pO

Quelles sont les limites par croissances comparées de ’exponentielle ?

Quelles sont les limites par croissances comparées de I'exponentielle 5 Lareumonzozg

On considére la fonction g définie sur & par:

x+1

et

Citer les théoremes de comparaison §
La limite de la fonction g en —oo est égale a:

a. —oo b. +oo c. 0 delle n'existe pas.



En utilisant la factorisation du terme prépondérant.

1) On factorise par le terme prépondérant :
Le classementen +/-oest:Vx < x < x? < - < x" <. < e¥ < < e™
2) On utilise les regles opératoires (opérations et composition) pour calculer
la limite de la fonction si la forme n’est pas indéterminée.
Centres étrangers 2022 :

Que vaut :

et
lim

xeoe gt — 1

Asie 2023 :

On définit sur R la fonction g définie par
glx)=e?—e 41

e Y

2. Montrer que lim glx) = +oo.
. X—==4p0

Amériqgue du Nord 2023 :
flx)=(x*-5x+6)e".

Déterminer la limite de la fonction f en +co.

Métropole 2022 :
Flx) =0,06(—x" +13,7x)

Justifier la limite de f en +oo.

Sujet 0 2021 .

-1
Que vaut Iim —?
x=+002x2 =2x+1

En utilisant une croissance comparée
1) On factorise ou développe pour faire apparaitre :
lim x"e* =0 lim x"e* =0
X—>—00 X—+00
On peut aussi faire un changement de variable X = ....
2) On utilise ensuite les régles opératoires.

Amérique du Nord 2023 :

On définit la fonction g sur B par:

g(x)=3e’* -2x-3

b. Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

Amérique du Nord 2023 :

f{x}={xz—5x+6]e".

. Déterminer la limite de la fonction f en —oo.

Polynésie 2023 :

Affirmation :




En utilisant un théoréme de comparaison
1) Encadrer la fonction
2) Utiliser le théoreme des gendarmes ou un théoréme de comparaison.
Bac S 2018 :
—e < flxys3e .

En déduire la limite de f en +co.

Lien entre une limite et un graphique :
1) Si on a une limite du type : lim f(x) = + oo alors Cf admet une
xX—a

asymptote verticale d’équation x = a

Horizontal
Asymptote

2) Si on a une limite du type : lirp f(x) = a alors Cf admet une asymptote
X—>1 00

horizontale d’équation y = a en +/- o

Vertical
i Asymptote

Centres étrangers 2009 :

—HX

falx) = l+e

Préciser les limites de la fonction f en —eo et +oo. Interpréter graphiquement ces li-
mites.

Bac S 2002

1
Soit g la fonction définie sur |0 ; aof par: gix) = =71
g2 _
a. Déterminer les limites de g en 0 et en +ec. Interpréter graphiquement les
résultats.

Bac ES 2011 :

W
==

I
S | K
7T

1. En utilisant les données et le graphique, préciser:

b. La limite de la fonction f en +oo.

DEMONSTRATION : CROISSANCES COMPAREES DE I’EXPONENTIELLE EN + INFINI
2
1. On considére la fonction g définie sur [0 +o0o] par g(z) = e — %
Montrer que pour tout x de [0 ; +o0af, g{z) = 0.

e
2. En déduire que lim — =400
r—+oa I



SUITES - RECURRENCE
Cours :
Quie signifie le fait qu’une suite diverge ? converge ?

Que peut on dire de la limite d’une suite croissante non majorée ?

décroissante non minorée ?

Citer les theoremes de comparaison

e
e
o
G

Suites géométriques : formule de récurrence, explicite, sommes (1°)

Suites arithmétique : formule de récurrence, explicite, sommes (1°¢)

Citer les différents modes de génération d’une suite (1°°)

Sens de variation d’une suite ? (1°°)

Etudier la limite d’une suite.

= " : Utiliser les criteres suivant
- qg>1;1limq" =400 et -1<qg<1;limq"=0
- qg=1;limq"=1 et q < —1; limq™ = pas limite
= En cas de forme indéterminée, factorisez par le terme le plus grand
= Utiliser les régles opératoires sur les limites
Centres étrangers 2023 :

On considére la suite numérique (u,) définie pour tout n entier naturel par

1+27
U = ——.
345"
Cette suite :

a. diverge vers +oo c. converge vers 0

2 1
b. converge vers T d. converge vers 3






Polynésie 2023 :

Pn=0,75-0,15x% 0,6".

En déduire que la suite (p,) est convergente et déterminer sa limite £.

Métropole 2023 :

Uy =0,1x=1,6".
Déterminer la limite de la suite ().

Nouvelle-Calédonie 2023 :

_ 1
n+0,5

Déterminer la limite de la suite ().

Centres étrangers 2022 :

1

Déterminer la limite de la suite (u,).

Effectuer un raisonnement par récurrence.

Initialisation => Hérédité => Conclusion

Pour une éqgalité : On part de la formule de récurrence pour arriver a

I’objectif en injectant I’hypothése de récurrence.
Pour une inégalité : On part de I’hypothése de récurrence et on atteint

I’objectif en manipulant I’inégalité pour retrouver 1’expression de la
formule de récurrence. Si on a étudier une fonction auparavant, on peut
I’utiliser pour trouver directement la réponse.

Centres étrangers 2023 :

Po=1

Prs1=0,5p, +0,4.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, p, =0,8.

Polynésie 2023 :

Soit (u,) la suite définie par up = —1 et, pour tout entier naturel n :

Uy =0,9u,-0,3.

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout n € M, u, =2x=0,9" -3.



Meétropole 2023 :

up =3 et, pour tout entier naturel n = 1, u,,, =0,9u, +1,3.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n =

100
=13 - —x0,9",
9

Métropole 2023 :

§
0;=1.
2

flx)=1,6x—1,6x".

Montrer que la fonction f est croissante sur 'intervalle

1:

vp=0,1 et, pour tout entier naturel n, v, = 1,6v, - 1,603,

b | =

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < v, <

Asie 2023 :

On considére la suite (1) e, définie par 1y = 400 et pour tout entier naturel n :
Hpe1 =0,9u, + 60.

Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, on al'inégalité

0= 1y = Uge = 600.



La réunion 2023 :
On considére la suite (1,,) définie par 1y = 3 et, pour tout entier naturel n,

1 1
Uppl ==Up+=n+1.
2 2
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

N Uy < n+3.

La réunion 2023 :
On considére la suite (u,) définie par uy = 8 et, pour tout entier naturel n,

Gu, +2
Up+5
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oco| par:

Upse1 =

Gx+2
x+5

flx)=

Ainsi, pour tout entier naturel n,on a: uge; = f(ug).

a. Démontrer que lafonction f eststrictement croissante sur l'intervalle (0; +oal.

En déduire que pour tout réel x =2, on a f(x) = 2.
b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a u, > 2.

Modéliser un probléme par une suite :

Un : représente une grandeur (population, chiffres d’affaires, etc...)
n : représenter une grandeur (années, mois, jours, etc...)
. - t
Evolution de pourcentage : on multiplie par 1 + o0
Un+1 est le résultat de 1’évolution sur une année de un (lire les indications sur
I’évolution d’une année sur 1’autre)

Meétropole 2023 :

Des biologistes étudient I'évolution d'une population d'insectes dans un jardin bota-
nique.

L'observation de I'évolution de ces populations d'insectes en laboratoire, en l'absence de
tout prédateur, montre que le nombre d'insectes augmente de 60 % chaque mois.

En tenant compte de cette observation, les biologistes modélisent |'évolution de la po-
pulation d'insectes a 1'aide d'une suite (uy) oll, pour tout entier naturel n, 1, modélise
le nombre d'insectes, exprimé en millions, au bout de n mois.

Onadonc ug=0,1.

1. Justifier que pour tout entier naturel n: u, =0,1 = 1,6".



Asie 2023 :

On décide d'étudier le rayonnement radioactif du polonium lors de la désintégration des
noyaux atomiques au cours du temps.

Au début de l'expérience, on dispose d'un morceau de 2 g de polonium.

On sait que 1 g de polonium contient 3 x 10! noyaux atomiques.

On admet que, au bout de 24 heures, 0,5% des noyaux se sont désintégrés et que, pour
compenser cette disparition, on ajoute alors 0,005 g de polonium.

On modélise la situation a 'aide d'une suite (1) ,cp; 00 note vy le nombre de noyaux
contenus dans le polonium au début de 'expérience.

Pour n = 1, v, désigne le nombre de noyaux contenus dans le polonium au bout de n
jours écoulés.

Expliguer que, pour tout nombre entier naturel n, on a

Vpe1 = 0,995, + 1,5 x 10'%.

Asie 2023 :

Pour tout entier naturel n, on considére un rectangle R, d'aire 11 dont la largeur est notée
£, etlongueur L,
La suite (L,,) est définie par Ly = 5 et, pour tout entier naturel n,

L,+¢,
n+l =
Etablir que pour tout entier naturel n,
11
lp=—
Ln

Etudier des phénoménes d’évolution modélisable par des suites.
Un : représente une grandeur (population, chiffres d’affaires, etc...)
N : représenter une grandeur (années, mois, jours, etc...)
= Seuil : Chercher au bout de combien de temps on va dépasser un
seuil ? Il faut résoudre u,, > 1
= Calcul de termes : Combien vaut la grandeur au bout de n jours ?
Calculer le terme de rang n

= Comment évolue la grandeur dans tres longtemps ? Calculer une
limite.
= Sens de variations : Savoir si la grandeur augmente ou diminue dans
le temps.
Centres étrangers 2023 :

Dans une grande ville francaise, des trottinettes électriques sont mises 4 disposition des
usagers. Une entreprise, chargée de l'entretien du parc de trottinettes, contrdle leur état
chaque lundi.
On note B, I'événement « la trottinette est en bon état n semaines aprés sa mise en ser-
vices et p, la probabilité de B,,.

‘ pour tout entier naturel n, p, = 0,8

A partir de ce résultat, quelle communication I'entreprise peut-elle envisager
pour valoriser la fiabilité du parc?

Métropole 2023 :

Pour préserver I'équilibre du milieu naturelle nombre d'insectes ne doit pas dépasser
400000.
En tenant compte de cette observation, les biologistes modélisent I'évolution de la po-

pulation d'insectes a l'aide d'une suite {u,;) o, pour tout entier naturel n, u, modélise
le nombre d'insectes, exprimé en millions, au bout de n mois.
Uy, =01x1,6"

3. En résolvant une inéquation, déterminer le plus petit entier naturel n a partir du-
quel u, = 0,4.

4. Selon ce modéle, I'équilibre du milieu naturel serait-il préservé? Justifier la ré-
ponse.



Métropole 2023 :

Une entreprise a créé une Foire Aux Questions (« FA(Q) ») sur son site internet.

On étudie le nombre de questions qui y sont posées chaque mois.
Pour estimer le nombre de questions, en centaines, présentes sur la FAQ) le n-iéme mois,
on modélise la situation ci-dessus i l'aide de la suite (u,) définie par:

uy; =3 et, pour tout entier naturel n = 1, u,,. =0,9u,+1,3.

1. Calculer us et ug et proposer une interprétation dans le contexte de I'exercice.

100
lp=13—-—x0,9",
9

Dans cette partie, on considére une seconde modélisation 4 I'aide d'une nouvelle suite
(v,) définie pour tout entier naturel n = 1 par:

v, =9—6x e 019%In-1)

Le terme v, est une estimation du nombre de questions, en centaines, présentes le n-
ieme mois sur la FAQ.

1. L'entreprise considére qu'elle doit modifier la présentation de son site lorsque plus
de 850 questions sont présentes sur la FAQ).
Parmi ces deux modélisations, laquelle conduit & procéder le plus tor a cette mo-
dification?
Justifier votre réponse.

2. Enjustifiant la réponse, pour quelle modélisation y a-t-il le plus grand nombre de
questions sur la FA(Q) a long terme?

Métropole 2023 :

Pour préserver I'équilibre du milieu naturelle nombre d'insectes ne doit pas dépasser

400 000.
En tenant compte de cette observation, les biologistes modélisent I'évolution de la po-

pulation d'insectes a l'aide d'une suite (u,) o, pour tout entier naturel n, 1, modélise
le nombre d'insectes, exprimé en millions, au bout de n mois.
y=0,1x1,6"
3. En résolvant une inéquation, déterminer le plus petit entier naturel n & partir du-
quel u, = 0,4.
4. Selon ce modéle, I'équilibre du milieu naturel serait-il préservé? Justifier la ré-
ponse.

Métropole 2023 :

En tenant compte des contraintes du milieu naturel dans lequel évoluent les insectes, les
biologistes choisissent une nouvelle modélisation.
lls modélisent le nombre d'insectes 4 1'aide de la suite (), définie par :

vp=0,1 et, pour tout entier naturel n, v,,,; = 1,6v, — 1,602,

ol1, pour tout entier naturel n, v, est le nombre d’'insectes, exprimé en millions, au bout
de n mois.

1. Déterminer le nombre d'insectes au bout d'un mois.



Etudier une suite géométrigue

Montrer que la suite est géométrique et calculer son terme général :
1) Montrer que U471 = q X Uy,
2) On peut dire alors que u, = uy X q"

1_qu+1

Somme géométrique : S = ug + -+ U, = Uy X -

Centres étrangers 2023 :
Po=1
Pns1=0,5p,+0,4.

a. On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u,, = p,—0,8.

Montrer que (1) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme
et la raisomn.
b. Endéduire I'expression de uy, puis de p, en fonction de n.

Polynésie 2023 :
o =0,6.

Prs1 =0,6p, +0,3.

On considére la suite (u,,) définie, pour tout entier naturel n, par u, = p, —0,75.

a. Démontrer que la suite {u,) est une suite géométrique dont on précisera la
raison et le premier terme.
b. Démontrer que, pour tout entier n naturel n :

Pn=0,75-0,15%0,6".

Asie 2023 :
Pour n = 1, v, désigne le nombre de noyaux contenus dans le polonium au bout de n
jours écoulés.

Vp =3 % 10°1 (0,995" + 1)

Déterminer, par le calcul, au bout de combien de jours le nombre de noyaux de
polonium sera inférieur a 4,5 x 10°!. Justifier la réponse.

Nouvelle Calédonie 2023 :
On considére la suite (1,) définie par up = 3 et, pour tout entier naturel n, par:

Upsl =By —4n-3.
On considére la suite () définie pour tout entier naturel n par:
Up=lp—n-1.

a. Démontrer que la suite (v, est géométrique.

Donner sa raison et son premier terme vy.
b. Endéduire, pour tout entier naturel n, I'expression de v, en fonction de n.
¢. Endéduire que pour tout entier naturel n :

Up=2x5"+n+1



La réunion 2023 :
On considére la suite (u,) définie par uy = 8 et, pour tout entier naturel n,

Gu, +2
Up+5

Upse1 =

On définit 1a suite (r,) pour tout entier naturel par :

Uy —2
vy = .
" Uy +1

a. Calculer vy.

. . . o4
b. Démontrer que (1) est une suite géométrique de raison 7

Spécimen ECE lere :
Lasomme 1 +2+2%+2% +...+ 2" est égalea:

a. 219 b. 2'° c. 21 d. 2!

Etudier une suite arithmétique

Montrer que la suite est arithmétique et calculer son terme général :

1) Montrer que Uy — Uy =7
2) Onpeutdirealorsqueu, =uy+rxn

. L. (Ug+uny)xX(n+1
Calculer une somme arithmétique : ug + -+ u, = O“f()

Nouvelle Calédonie 2023 :

On considére la suite (u,) telle que 1y = 0 et pour tout entier naturel 1 :

—Upy—4
w,+3

Upy1 =

Soit la suite (r,) définie pour tout entier naturel n par :
_ 1
T up+2

U'n

a. Donner vg.
b. Démontrer que la suite (v,) est arithmétique de raison 1.
¢. En déduire que pour tout entier naturel n = 1:

Nouvelle Calédonie 2017 :

Pour tout entier naturel i non nul,

Bxl+3)+B=x2+3)+... +(Bxn+3)=nldn+7).



Etudier le sens de variation d’une suite :

1) Calculer u,,; — u, et étudier le signe. Si positif, croissant sinon
décroissant.

2) Montrer par récurrence la croissance (un+1> un) (le contraire pour la

décroissance)

Métropole 2023 .

1[]{] B L L L L L L T
Uy =13 - —=x0,9" Métropole 2023 :

1
- : = = = Ly = —
En déduire que la suite (u,) est croissante. On considére la suite (u,,) définie par: ¢ .
’ Upe1 = ;[1+;]u,ipuurmutentiern;z1.

On admet que tous les termes de la suite (1) sont strictement positifs.

) 1
a. Montrer que pour tout entier naturel n nonnul,ona:l+—<e

b. En dédui]_'e que la suite (u,) est décroissante.
La réunion 2023 :

On considére la suite (u,) définie par 1y = 8 et, pour tout entier naturel n,

Gu,+2

Upel = .
Up+5

pour tout entier naturel n, on a u, > 2.

Centres étrangers 2022 :
Démontrer que la suite (1,) est décroissante.

¥ On considére la suite (a,) définie pour tout entier naturel n par :

BJ’I
ﬂn+|=mﬁn et ag=1.
On peut affirmer que :
a. lasuite (an) est strictement croissante. b, la suite (ax) est strictement décrois-
sante.

c. la suite (a,) n'est pas monotone. d. lasuite (ay) est constante.

Nouvelle-Calédonie 2023 :

Up=2x5"+n+1

En déduire le sens de variation de la suite ().



Etablir la convergence d’une suite, encadrement
Montrer la convergence/divergence :
Toute suite majorée et croissante converge
Toute suite minorée et décroissante converge.
Toute suite non-majorée et croissante diverge vers +oo
Toute suite non-minorée et décroissante diverge vers -co
= Pour des cas autres, utiliser des contre-exemples pour montrer que
c’est faux.
Utiliser un théoreme de comparaison :
Siv, <u, < w,etuv, etw, convergent ou divergent vers | alors u,,
converge ou diverge vers | (théoréme des gendarmes)
Siv, < u, et v, diverge vers +oo alors u,, diverge vers +oo
Polynésie 2023 :
n

1. Affirmation : La suite u définie pour tout entier naturel n par uy, = ( ]1
n+
née.

2. Affirmation : Toute suite bornée est convergente.

3. Affirmation : Toute suite croissante tend vers +oc.

Meétropole 2023 :

b | =

pour tout entier naturel n, 0 < v, < v, =

Montrer que la suite (v,) est convergente.
On note ¢ la valeur de sa limite. On admet que ¢ est solution de I'équation
flx)=x.

Déterminer la valeur de £.

Centres étrangers 2023 :

est bor-

Une suite (u,) est minorée par 3 et converge vers un réel 7.

On peut affirmer que :
a. =3 ¢. Lasuite (u,) est décroissante.
bh. f=3 d. La suite (u,) est constante a partir
d'un certain rang.
Asie 2023 :

0 Uup = Upyy < 600,

a. Montrer que la suite (iy) ey €51 CONVErgente.,



Asie 2023 :

1 11
Upil :E U-n+u—
n

ly = Uy ZVvI1L

En déduire que la suite (u,) converge vers une limite réelle. On note a cette limite.

Aprés avoir déterminé et résolu une équation dont a est solution, préciser la valeur
exacte de a.

La réunion 2023 :

N Uy < n+3.

2. En déduire la limite de la suite (1i,).

. . - . [
3. Déterminer la limite de la suite {—"]
n

Amérique du Nord 2023 :

On considére deux suites (1,) et (v,) & termes strictement positifs telles que

lim u,=+ocoet(v,) converge vers0 .
== 400

On peut affirmer que :

a. la suite [UL} converge.
"

b. lasuite [’i] converge.
c. lasuite (u,) est croissante.

iy,
d. lim (—u,)"=-co
[ ——ty

La réunion 2023 :

la suite (u,) est décroissante.

pour tout entier naturel n, on a u, > 2.
En déduire que la suite (u,,) est convergente.

Nouvelle Calédonie 2023 :

Up=n+1.

En déduire la limi_le de la suite ().

Septembre 2022 :

On considére une suite (uy) telle que, pour tout entier naturel, ona:

i n
1+|=| = uy=2-
4 n+1

On peut affirmer que la suite (u,) :

d. CONVEerge vers 2;

b. converge vers 1;
c. diverge vers +oo;

d. n'a pas de limite.



Etudier des algorithmes
Savoir les lire : Obtenir le résultat final et ’interpréter (utiliser calculatrice)

Savoir I’écrire : Compléter les lignes du programme

Algorithme de seuil : On le reconnait au fait qu’il renvoie la valeur n (return

n). Il permet de chercher la valeur de n a partir de laquelle on a un qui
dépasse une certaine valeur (le contraire de la condition dans le « while ».

Meétropole 2023 :

def seuil(p) :
n=1
u=3
while u<=p:
n=n+l
u=0.9%u+1.3
return n

Une entreprise a créé une Foire Aux Questions (« FA(Q) ») sur son site internet.
On étudie le nombre de questions qui y sont posées chaque mois.

Pour estimer le nombre de questions, en centaines, présentes sur la FAQ) le n-iéme mois,
on modélise la situation ci-dessus 4 l'aide de la suite (u,) définie par:

;=3 et, pour tout entier naturel n = 1, u,., =0,9u,+1,3.
On considére le programme ci-contre, écrit en

langage Python.

Déterminer la valeur renvoyée par la saisie de

seuil(8.5) et linterpréter dans le contexte de
I'exercice.

Meétropole 2023 :

En tenant compte des contraintes du milieu naturel dans lequel évoluent les insectes, les
biologistes choisissent une nouvelle modélisation.
lls modélisent le nombre d'insectes 4 1"aide de la suite (v,,), définie par:

vg=0,1 et, pour tout entier naturel n, v,,; = 1,6v, - 1,62,

ol1, pour tout entier naturel i, vy, est le nombre d'insectes, exprimé en millions, au bout
de n mois.

On donne ci-contre la fonction seuil, écrite en def seuil(a) :
langage Python. v=0.1
a. Qu'observe-t-on si on saisit seuil(0.4)? n=0
b. Déterminer la valeur renvoyée par la sai- while vea:
. . — LT -
sie de senil(0.35). v=16%-1.6""v
n=n+l
Interpréter cette valeur dans le contexte
return n

de l'exercice.

Nouvelle Calédonie 2023 :

On considére la suite (u,) définie par uy = 3 et, pour tout entier naturel n, par:

Ups] =Dlp—4n-3.

On considére la fonction ci-contre, écrite de maniére in-

compléte en langage Python et destinée a renvoyer le def suite() :
plus petit entier naturel n tel que u, = 10" u=3
n=0
a. Recopier le programme et compléter les deux ins- while ... -
tructions manquantes. -
b. Quelle est la valeur renvoyée par cette fonction? n=n+l
return n

Polynésie 2023 :

3 5
[T =Iu“ -2+ 3.

On admet que dans ce cas la suite (u,) tend vers +oo.
Recopier et compléter la fonction « seuil » suivante écrite en Python, afin qu'elle
renvoie la plus petite valeur de n telle que 1, soit supérieur ou égal a 100.

def seuil()
u=3
n=0

while ...
=

n =

return n




Algorithme de calcul de termes : On le reconnait au fait qu’il renvoie la On considére la fonction ci-dessous, écrite de maniére incompléte en langage Py-

valeur u ou une liste (return u ou L). Il permet de calculer un pour un n thon.

donné ou de donner la liste des un. Souvent utiliser avec une boucle « for » 1 | def terme (n)

Asie 2023 : ) n désigne un entier naturel non nul. 2 U=3
Pour n = 1, v, désigne le nombre de noyaux contenus dans le polonium au bout de n On rappelle qu'en langage Python «i in range 3 foriin range(n) :
jours écoulés. (n) » signifie que i variede0a n-1. I
On souhaite disposer de la liste des termes de la suite (1) pery- 3 return U
Pour cela, on utilise une fonction appelée noyaux programmeée en langage Python Pour que terme (n) renvoie la valeur de u,, on peut compléter la ligne 4 par :

et retranscrite partiellement ci-aprés.

Une1 =0,9950, +1,5x 107 Nouvelle calédonie 2023 :

Vp =3 x 101 (0,995" + 1). (On considére la suite (u,,) telle que ug = 0 et pour tout entier naturel n :
= Hn 4
1 | def noyaux (n) : el = i3
2 V=6*10"*21
3 L=[V] On considére la fonction terme ci-dessous écrite de maniére incompléte en lan-
4 fork in range (n) : gage Python :
3 V= def terme (n)
6 L.append(V) u= ... On rappelle qu'en langage Py-
7 return L. for i in range(n): thon, «i in range (n) » si-
a. A la lecture des questions précédentes, proposer deux solutions différentes u= ... gnifie que i variede0an—1.
pour compléter la ligne 5 de la fonction noyaux afin qu'elle réponde au pro- return(u)

bleme. Recopier et compléter le cadre ci-dessus de sorte que, pour tout entier naturel n,

b. Pour quelle valeur de I'entier n la commande noyaux(n) renverra-t-elle les I'instruction terme (n) renvoie la valeur de u,,.
relevés quotidiens du nombre de noyaux contenus dans I'échantillon de po- ’

lonium pendant 52 semaines d'étude?

La réunion 2023 :
On considére la suite {(1,,) définie par 1y = 3 et, pour tout entier naturel n,

1 1
Upel = EH,,+EH+ 1.



Algorithme d’approximation d’une valeur : On a un « while » qui
correspond a la valeur absolue d’une soustraction entre la suite qui tend vers
un nombre et le nombre recherché. On cherche a savoir a quel moment
I’écart est inférieur a une certaine valeur.

Sujet 2, 2021 :

r _ 24+rn
T, (rn) converge vers /2.

On considére le programme suivant écrit en langage Python :

def seuil() :
n=0
r=1
while abs(r-sqrt(2)) = 10%%(-4) :
r = (2+r)f(1+1)
n=n+l

return n

(abs désigne la valeur absolue, sqrt la racine carrée et 10 (-4) représente 107).

La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.

A quoi correspond-elle?
Algorithme de sommes : On a une boucle pour et deux instructions, u et S
qui s’incrémente a chaque tour de boucle. S=S +u.
E3C 20— 1°°

b_l';.-;';'l-ﬂ-lglélll.se I'évolution de la production de déchets de la famille A par la suite de terme géné-

ral ay, ol a, représente la quantité, en kg, de déchets produits par la famille A n mois aprés
décembre 2019.

any1 = 098 X a, etay =120

On donne le programme ci-dessous.

1 def S(n)

2 U= 120

3 S=40

4 for k in range (n)
5] U= 0.98 =0T

6 S=8+1T

T return (3)

5]

Que représente le résultat renvoyé par la fonction si on entre l'instruction S(6) ¢

DEMONSTRATIONS

Prérequis : définition d'une suite tendant vers plus l'infini.

« une suite tend vers +oc si, pour fout réel A, tous les termes de la suite sont, 4 partir d'un
certain mang, supérieurs @ A ».

Démontrer le théoréme suivant : une suite croissante non majorée tend vers 4-oc.



DERIVATION ET CONVEXITE

Cours :
Formules dérivation : composée, produit, quotient, fonctions usuelles :

Traduire la convexité (concavité) d’une fonction f par rapporta : f; f

et f’

Définir un point d’inflexion

Calculer une dérivée
= ldentifier les fonctions usuelles qui constituent la fonction

= ldentifier les relations entre ces fonctions (somme, produit, quotient,
composition)
= Appliquer alors les formules de dérivation, essayer de factoriser ou de
mettre au méme dénominateur le résultat
Polynésie 2023 :

Soit un réel k strictement positif.
On considére la fonction g définie sur [ par :

(x) = -
gx)= 1+e ks’

Amérigue du Nord 2023 :

On définit la fonction g sur [ par:

glx)=3e** —2x-3
On admet que la fonction g est dérivable sur R, et on note g' sa fonction dé-
rivée. Démonirer que pour tout nombre réel x, on a g'(x}l = 6T - 2.

Amérigue du Nord 2023 :
On admet que la fonction f de la partie A est définie sur B par

f{x}z(f—5x+6]ex.

Montrer que, pour tout réel x, ona f'(x) = (x* —=3x+1)e".



Faire I’étude compléte d’une fonction (tableau de variations)
= Calculer les limites aux bornes de I'ensemble de définition
= Calculer la dérivée de la fonction
= Etudier le signe de la dérivée, en déduire les variations
= Interpréter le tableau pour répondre a la question.
Centres étrangers 2023 :

Un biologiste a modélisé I'évolution d"une population de bactéries (en milliers d'entités)
par la fonction f définie sur [0; +oo| par

=052
_f(ﬂ :ES_E 058 +r+2

ol t désigne le temps en heures depuis le début de I'expérience.

A partir de cette modélisation, il propose les trois affirmations ci-dessous.
Pour chacune d'elles, indiquer, en justifiant, si elle est vraie ou fausse.

» Affirmation 1 : « La population augmente en permanence ».

Métropole 2023 :

1
On considére la fonction f définie sur l'intervalle |D: 3 par

flx)=1,6x—1,6x°.

Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle

ll
0; =1
2

Amérigue du Nord 2023 :

On considére la fonction f définie sur I'intervalle |0; +oo[ par:

1 11
f'[IJ—E[I+T]

Démontrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [v11; +oo|.



La réunion 2023 : Métropole 2022 :

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo| par:

fix) = 0,06[—-x" +13,7x)

Flo= Gx+2 On donne le tableau de variations complet de la fonction f sur lintervalle [0; +ocl.
x+5
. . . . e . X 0 6,85 +o0
Démontrer que la fonction [ est strictement croissante sur l'intervalle [0; +ool.

—00

En déduire que pour tout réel x>2 ona fix)=2. ) / fl6,85) \
o Justifier Ia limite de £ en +co.

b. Justifier les variations de la fonction f.
c. Résoudre I'éguation fix) =0.

Nouvelle Calédonie 2023 :
On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo| par:

flx)=xe ™.

Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; +oo| , sur lequel on fera figurer les
valeurs aux bornes ainsi gue la valeur exacte de I'extremum.

Démontrer des inégalités avec la convexité
= Sif est convexe sur | alors f(x) > Toute équation de tangente d’un point de
la courbe d’abscisse appartenant a | (Pour 'intervalle I)
= Sifest concave sur | alors f(x) < Toute équation de tangente d’un point de
la courbe d’abscisse appartenant a | (Pour l'intervalle I)
Amérigue du Nord 2023 :

On admet que la fonction f de la partie A est définie sur B par

flx)= {xz —5x+6)e".

pour out réel x, ona f'(x) = (x* —3x+1)e”

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur B. On note f" la fonction dérivée
seconde de la fonction f. On admet que, pour tout réel x, on a f"(x) = (x+ 1)(x - 2)e*.

5. a. Etudier la convexité de la fonction f sur R.

b. Montrer que, pour tout x appartenant a l'intervalle [-1; 2],ona f{x) < x+6.



Interpréter graphiquement la convexité en fonction de f, f’ et f”’
CONVEXITE
= f convexe (tangente en dessous de sa courbe) < f’ croissante < f”
positive
= f concave (tangente au dessus de sa courbe) <> f’ décroissante < f”
négative
= f point d’inflexion (tangente traverse la courbe) < f’ change de variation
& f” s’annule et change de signe
RAPPEL VARIATIONS (1%)
= fcroissante < f' positive
= fdécroissante < f' négative
NOMBRE DERIVEE = COEFFICIENT DIRECTEUR TANGENTE f'(a) = YBVA

XB—Xg
Equation de latangente:y = f'(a)(x — a) + f(a)
Polynésie 2023 :

La courbe ¢ ci-dessous représente une fonction f définie et deux fois dérivable sur
10; +ocl. On sait que :

+ le maximum de la fonction f est atteint au point d"abscisse 3;
» le point P d'abscisse 5 est 'unique point d'inflexion de la courbe .

w
[
T

Ona:

A. pour tout x €]0; 5[, f{x) et f'{x)sont B. pour tout x €5 ; 40|, f(x) et f'(x)
de méme signe; sont de méme signe;
C. pour tout x€]0; 5[, f'(x) et f'{x)sont D. pour tout x €|5; +ccl, f{x) et f"(x)
de méme signe; sont de méme signe.

Polynésie 2023 :

Le plan est ramené 4 un repére orthogonal.
On a représenté ci-dessous la courbe d'une fonction f définie et deux fois dérivable sur
R, ainsi que celle de sa dérivée f' et de sa dérivée seconde f".



/,--— Centres étrangers 2023 :
3 On nomme A le point de coordonnées [{J ; %) et B le point de coordonnées |1; g]

On a tracé ci-dessous la courbe €'y et 5 la tangente & la courbe € au point d'abscisse 0.
2

\ TTATY
1 1 B

\ \‘ré’q, 5",.—-

. ’. i1 - / 1 | .‘4}-

U
NN

»
_a \ / 1. Déterminer I'équation réduite de la tangente 5.

2. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f semble convexe ou concave.

1. Déterminer, en justifiant votre choix, quelle courbe correspond a quelle fonction.
2. Déterminer, avec la précision permise par le graphique, le coefficient directeur de
la tangente ala courbe %5 au point d"abscisse 4.

3. Donner avec la précision permise par le graphique, 'abscisse de chaque point d'in-
flexion de la courbe .

Amérigue du Nord 2023 :




Le plan est muni d'un repére orthogonal.
On considére une fonction f définie et dérivable sur . On note f' sa fonction dérivée.
On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction dérivée f'.

o

N

=T
1
W
1
]
L
-
|
L]
|
(%]
1
- q

L4

h -+
T

AV

/

1. Donner le sens de variation de la fonction f sur B. On utilisera des valeurs appro-
chées si besoin.

2. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f semble étre convexe.

Polynésie 2023 :

On considére une fonction h, définie et dérivable sur &, ayant une expression de la forme
hix)=(ax+ b)e *+x, ol aet b sont deux réels.

Dans un repére orthonormeé ci-aprés figurent :

+ la courbe représentative ¢}, de la fonction h;

s les points A et B de coordonnées respectives (-2 ; -2,5) et (2; 3,5).

w4

Déterminer une équation de la droite (AB).

Sachant que la droite (AB) est tangente 4 la courbe représentative de la fonction i
au point d'abscisse 0, en déduire les valeurs de a et b.



Polynésie 2022 :

On considére une fonction f définie et dérivable sur (-2 ; 2]. Le tableau de variations de la
fonction ' dérivée de la fonction f sur l'intervalle -2 ; 2] est donné par :

variations de [ \ 0 /
T

La fonction f est:

a. convexe sur [—2; —1] b. concave sur [0; 1]
c. convexe sur [—1; 2] d. concave sur [—2; 0]

Centres étrangers 2022 :
Soit f une fonction deux fois dérivable sur l'intervalle [-3 ; 1]. On donne ci-dessous la
représentation graphique de sa fonction dérivée seconde .

[ ..
/AN

4

/

4

On peut alors affirmer que :

a. La fonction f est convexe sur l'inter- b. La fonction f est concave sur l'inter-

valle [-1; 1] valle [-2; 0]
¢. La fonction f' est décroissante sur I'in-  d. Lafonction f’ admet un maximum en

tervalle [-2 ; 0] r=-1

Centres étrangers 2022 :

Dans un repére, on a tracé ci-contre la /‘.-
courbe représentative d'une fonction f
&
/ :

définie et deux fois dérivable sur [-2 ; 4]
Parmi les courbes suivantes, laquelle représente la fonction f, dérivée seconde de f?

¥ ¥

e
e

- =
g

2]
~

C. d.

Tracer I'allure d’une courbe avec un tableau de variation

Etudier la convexité d’une fonction par le calcul.

= Calculer la dérivée seconde

= Etudier le signe de la dérivée seconde, en déduire la convexité de f
Polynésie 2023 :

Affirmation : La fonction f définie sur R par f(x) = e” — x est convexe.

Centres étrangers 2023 :




On considére la fonction f définie sur & par:

1
fx= 14073
On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur H.
On note " la fonction dérivée seconde de la fonction f.

On admet que f" est définie sur R par:

Qe =3x [E—EI _ 1]

”Ll']':
d (1+e-3%)°

2. Etudier le signe de la fonction f" sur R.
3. a. Indiquer, en justifiant, sur quel(s) intervalle(s) la fonction f est convexe.
b. Que représente le point A pour la courbe ¢ ?

La réunion 2023 :

On considére la fonction hi définie sur K par :
h(x) = (4x—16)e™".

On note ¢}, la courbe représentative de i dans un repére orthogonal.
On peut affirmer que :

a. h est convexe sur K. b. “€}, posséde un point d'inflexion en
x=3.
c. hestconcave sur [R. d. ¢}, posséde un point d'inflexion

enx=3,5.



